CHAPITRE 1

VOCABULAIRE DES ENSEMBLES

LOGIQUE

1 Eléments et ensembles

En mathématique, on précise ce qui est admis (le moins de choses possibles) et ce que I'on démontre (le

plus de choses possibles).

Afin de faciliter I'apprentissage des différentes notions, pour ce qui est admis, on distingue dans le

vocabulaire

* les conventions relatives aux ensembles

les régles de la logique

¢ les axiomes pour la géométrie

les structures pour l'algébre
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Rappel

1 Leplan P estunensemble de points {A, B, C, .., A, Ay, ..} Un point B est un élément du plan.
On écrit BE P, ce qui se lit aussi "le point B appartient au plan P ".

2 IN est I'ensemble des nombres naturels {0, 1,2, 3, ...} et 1 est élément de cet ensemble.
1EN .

3 Unpointn'est pas un nombre.

On dispose d'objets 1,2, P, A, N , ... que I'on écrit a gauche ou a droite de €.

Questions

Aton 1€P; AEN; 1€A; A€1;2€{0,1,23,.}; 0€1{0,1,2,3,..}; 2€{3, -2, -3};
1e{2, {1}, 32

Pour fixer I'usage du symbole €, on pose la convention suivante.

CONVENTION 1 pour € (symbole d'appartenance)

1 L'objeta gauche de € se retrouve sans modification i droite entre les deux accolades et, si
nécessaire, précédé ou suivi d'une virgule.

2 Onn'ajamais a€a.

Définition 1 L'objet 2 gauche de € s'appelle élément et I'objet 2 droite de € s'appelle ensemble.
Commentaires

1 Laconvention1 exprime le fait qu'un ensemble est donné en extension, c'est-a-dire par I'écriture
de ses éléments.
a € A sietseulementsi a estdans la "liste” A.

3 1l est d'usage de désigner un ensemble par une majuscule, mais pas pour les points et les droites du
plan.

4 Onn'a pas le droit d'écrire le méme objet des deux cotés de € . Autrement dit, un objet n'est pas

élément de lui-méme et on n'a pas un ensemble de tous les ensembles.

5 1€&({1} estpermis; 1E€1 n'est pas permis; {1} € {{1}} est permis; {1} € {1} n'est pas permis.
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Exercices

1 Est-ce vrai ou faux?
2eN; 3€{a 3,5}; 3€1{3,a,5};, INEP ; 6€{6}; 2€{1,2}; A€{A}; A€{A, B C};
Be3 ), 24 1€(,1,23}; 2€{3,{1}, {2 1}}; {9, ¢, 0,8}

2 Peut-on écrire: {1,2}€{1,2};NeIN?
3 Sia€B et BEC peut-on en déduire que a€C?

4 Comment choisir asi 8€{15,a,16}; b si b&E{18,19}; c et dsi ce{1,d,5}?

Rappel

Une droite d du plan P est un ensemble de points (au moins deux) et tous les points de la droite sont
des points du plan. On note d C P etl'on dit que la droite est un sous-ensemble du plan P. On écrit D
pour I'ensemble des droites, alors une droite d est un élément de D. Tous les points du plan ne sont

pas sur une méme droite.

CONVENTION 2  pour C (symbole d'inclusion)

Pour C, tout ce qui est 2 gauche entre les deux accolades se retrouve sans modification & droite entre

les deux accolades.

Définition 2 L'objet a gauche de C s'appelle ensemble, ou sous-ensemble, ou partie et ['objet a

droite s'appelle ensemble.
Commentaires

1 1l faut distinguer les réles que les accolades jouent dans 'écriture. {1, 2} C {1, 2, 3} est vrai;
{{1}, 1) C {1, 2} estfaux.Onaaussi {1,1}C {1}; {1, 1,2 3, 3} C{1, 1, 2, 3 4} et
{1,2,31C{1,2,3,4}; {A, A AJC{AAB,C} et {A}JC{A, B, C}.

2 Onécait AC B sipourtout xEA onaaussi x € B.Si l'on note A I'ensemble {1, 2, 3} et
A C B, onpeutaussiécrire 1€B, 2€B et 3€B.

Exercice
5 Est-ce vrai ou faux?

{1,2)C{0,1,2,4}; {1,2}C{1,2}; {a}C{a,b}; dCP; PCIP, NCN; DCP;deP;DeP.
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6 Sil'onnote A l'ensemble {1,2,3}, B l'ensemble {a,b,c} et C l’ensemble {A, B}.
a) Estcevraiou faux? 1€ A; 1C A; {1}C A; BEB; BC C; bEB; AC A; cEC;
1€C;2CC; {3lCC; AeB; aC B; {a,b}eC; {a,b}jC C.
b) Combien d’exercices peut-on envisager avec les lettres A, B, Csi l'on utilise €? Etsil'on
utilise C? Dire si les écritures envisagées sont correctes.

¢) Donner quelques sous-ensembles de B et quelques parties de C.

2 Pour I'usagede = et &

Rappel

Si l'on a deux points distincts A et B et deux droites d; et d; passant par ces points, alors
d; = d; , les deux droites, c'est-a-dire les deux ensembles de points, sont égales, elles ont les mémes

éléments.

CONVENTION 3 pour I'égalité des ensembles

On utilise A = B pourabréger ACB et BC A.

Exercices

Un théoréme est un énoncé vrai qu’il faut démontrer.
On démontre un théoréme en écrivant I'hypothése, la thése et la démonstration. On trouve
I'hypothése en disant “si” , la thése en disant “alors” et on démontre en se servant des
conventions.

7 Démontrer d’abord que {a, b, c} = {a, ¢, b}. Ondit que 'ordre des éléments n’intervient pas dans
I"écriture d’un ensemble donné en extension.

Démontrer aussi que l'ona  {a;,ay, a3, ..,a,} = {ay,a3,a,...,a,}.
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8 Théoréeme: a = {a}: un objet est différent de 1'ensemble qui le comprend comme unique élément.
(On démontrera avec le tiers exclus: si a = {a} , avec la convention 3 puis la convention 2, on

obtient une contradiction.)
9 Est-cevrai ou faux? {1}C {1, {1}}; 1€{1, {1}}; {1} E€{1}; {1} € {{1}} .

10 Comment choisir: a si {1,a,2} = {1,2,3};bsi {1,b,2} = {1,2};csi {1,2,¢c} ={1,3}?

Rappel

Sil'on a deux droites d; et d, strictement paralléles, alors elles n'ont aucun point commun. On dit

que les droites sont disjointes. L'ensemble des points communs est I'ensemble vide.

Pour préciser l'usage de I'ensemble vide, noté & ou {}, on pose la convention suivante.

CONVENTION 4  pourl'ensemble vide

On admet que 'on a un objet &, appelé ensemble vide, tel que O ne figure jamais seul i droite
de € et O peuttoujours figurera gauchede C .

Exercices

11 Démontrer que les propositions suivantes sont vraies.
DCO; FEB}; OC{D}; IC {1,2}; D=}, (O} C (D). GED est une proposition fausse,
de méme que {1,2} C{}.

12 Théoréme. Dest unique. (supposer qu'il y a deux ensembles vides OBy et O, et prouver qu’ils

sont égaux)
13 Théoréme. O est sous-ensemble de tout ensemble donné.

14 L’ensemble vide peut-il étre un élément?
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3 Quelques régles de logique

Définition 3 Un énoncé est un assemblage de symboles.

Définition 4 Une proposition est un énoncé ou bien vrai ou bien faux. On dit que la valeur logique

dela proposition est V ou F.

Définition 5 Unthéoréme est une proposition vraie que I'on démontre.

Exercice 15

Est-ce un énoncé, est-ce une proposition? 2€EN ; 2€A; x€EN; 2+2 =5; x = 4; x2 = 0;

2y2+1 21, dEP; dCP; N =P ; D =P; il pleuvra demain; je mens; lundi est un jour de

la semaine.

Pour la logique, on admettra quatre régles dont voici la premiere.

Régle 1

s non
Pour le connecteur a une place "non", p p

si "p" est une proposition vraie, alors "non p" est une vV F
proposition fausse;

si ""p" est une proposition fausse, alors "non p" est une F

proposition vraie.

Exercices
16 Démontrer a l'aide d’une table que "p” et "nom (non p)” ont méme valeur logique.

17 Si "p” est la proposition "un rectangle est un parallélogramme”, quelle est sa négation?

Si "q" est la proposition "un losange est un cercle”, qu’est-ce que "non q” ?
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18 Peut-on envisager des connecteurs a une place autre que le connecteur "non” ? Quelles seraient

leurs tables?

Un exemple

Si pour un voyage, il faut un billet de train p et un billet de bateau q, le voyage peut avoir lieu s'il
est vrai que'on a p ets'il est vrai quel'on a q. Le voyage ne peut pas avoir lieu si 'on a "pas p" ou

"pas q".

Régle 2

P q petq
Pour le connecteur 4 deux places "et", v \% \'%
on admet la table de vérité suivante F A% F

\' F F

F F F
Exercices

19 Est-ce vrai ou faux?
a) "(10 est divisible par 5) et (10 est divisible par 2)”
b) (15 est multiple de 3) et (7 est divisible par 3)”

20 Démontrer avec une table que "p et q” a méme valeur logique que "q et p”.

21 Faire une table de vérité pour “(p et q) et v” et donner un exemple avec “divisible” qui illustre

cette table.

22 Si I'on avait quatre propositions p, q, 1, s, combien d’entrées seraient nécessaires pour construire
une table de vérité avec "et” ? Avec "non” et "et” ?
Un exemple

Si un voyage peut s'effectuer en train ou en bateau, avec p pourle billet de train et q pour le billet

de bateau, le voyage peut avoir lieu si I'ona p ou si l'on a q. Le voyage n'a pas lieu si I'on a

"pas p" et "pas q".
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Régle 3

p q pouq
Pour le connecteur a deux places "ou", v \% \%
on admet la table de vérité suivante F v A%

\% F \'

F F F

Exercices

23 Est-ce vrai ou faux?
a) (14 est divisible par 7) ou (14 n’est pas divisible par 7)
b) (6 est multiple de 3) ou (6 est multiple de 2)
¢) (un gaz est un liquide) ou (le fer est un métal)

d) (une droite est un point) ou (le plan est I’ensemble vide)
24 Démontrer que "q ou p” a méme valeur logique que “p ou q”.

25 Théorémes Donner une table de vérité pour:
a) non(p et q),  puis pour (non p) ou (non q)
b) non(p ou q),  puis pour (non p) et (nongq)
c) pet(qour), puispour (p et g) ou (petr)
d) pou(qetr), puispour (p ou q) et (p our)

Enoncer en francais les théorémes établis et illustrer ces résultats a I'aide d’exemples.
26 Nier les propositions: a) (AEP et 1€EN) b) (AEd ou A&d).

27 Pour ouvrir un coffre a deux serrures, il faut ln clef A et la clef B. Que dire des clefs si l'on n’a

pas pu ouvrir le coffre?

28 Donner la table de vérité pour "(nom p) ou q” .

Un exemple pour I'implication

p estla proposition 'jai l'appendicite” et q la proposition "je me fais opérer”. On envisage les

quatre cas suivants.
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Si j'ai 'appendicite alors je me fais opérer (et je reste en Vie).

Si je n'ai pas l'appendicite alors je me fais quand méme opérer (et je reste en Vie car je suis
prévoyant).

Si j'ai I'appendicite alors je ne me fais pas opérer (et je suis Foutu).

Si je n'ai pas I'appendicite alors je ne me fais pas opérer (et je reste en Vie).

On constate que la seule des quatre situations qui est tragique correspond au cas dans lequel "j'ai

I'appendicite et je ne me fais pas opérer”, c'est-a-dire "p et (non q)".

Cet exemple illustre une nouvelle proposition appelée implication, construite avec "si ... alors ...".

Si j'ai I'appendicite, alors je me fais opérer. (sinon...)

"Si p alors q" estnoté "p=q" quiselit "pimpliqueq”’. On P q p=q
obtient un nouveau connecteur 4 deux places et I'on peut donner une \% v v
table de vérité pour ce connecteur "implique” rendant compte du F A A
fait que I'implication est fausse dans le seul cas ot1 p est vrai et v F F
q est faux. F E \4

Par ailleurs, ayant remarqué que la seule des quatre situations qui est tragique est le cas
"p et (non q)", il faut "non(p et (non q)" vrai, c'est-a-dire "(non p) ou q" vrai pour rester en bonne

santé.

Si I'on compare les tables de vérité de "p = q" et de "(non p) ou q", on peut alors donner la

définition suivante.

Définition 6 La proposition "p = q" abrége "(nonp) ou q".
Exemples

Six est pair, alors x estdivisible par2 s'écrit (x = 2n et nEN) = (%EN).

Dans la géométrie plane, si un point est sur une droite, alors ce point est dans le plan s'écrit
(A€d) = (AEP).Onécritaussi AEd = A€EP.

Exercices
29 Donner une table pour la négationde "p =q".

30 Donner la négation de "(non p) ou q”

Premiere année Mathématique



31 Donner les négations de:
a) x divisible par 15 = x divisible par 3
b) x carré = x rectangle
c) x triangle équilatéral = x triangle isocéle
d) x divisiblepar 2 et3 = x divisible par 6
e) x divisiblepar2et3 = x divisible par 7
f) x divisible par 10 = x divisible par 2 et par 5

Définition 7 Si "p = (", alors la proposition "q=> p" s'appelle la réciproque de la précédente.

Définition 8 "p < q" est une abréviationde "p=>q" et "q=p". On dit "p si et seulement si q"
ou "si p alors q et réciproquement”. On dit aussi que les deux propositions sont alors
équivalentes.

"p = q" est dite implication directe (condition nécessaire); "p < q" est dite implication

réciproque (condition suffisante).

Définition 9 Si "p = q" alors "non q = non p" s'appelle contraposée de l'implication
"p=q"

Exercices

32 Ecrire les contraposées et les négations des implications sutvantes.
a) 3EIN = IN est un ensemble;
b) un cercle est un ensemble de points => un cercle est inclus dans le plan;

c) x divisible par 14 = x multiple de 7.
33 Ecrire les contraposées des contraposées de I'exercice 32.

34 Pour chacune des cing implications suivantes, dire si l'implication, sa réciproque, sa contraposée
et sa négation sont vraies ou fausses.
a) s'il pleut, alors je prends mon parapluie;
b) s'il pleut, alors il neige;
c¢) sil'on donne un segment, alors on ne donne pas un triangle;
d) si je n'ai pas la moyenne, alors je ne suis pas promu;

e) si un nombre est premier, alors il n'est pas pair.
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35 Donner la table de vérité pour la contraposée d'une implication.

L'’exercice 35 permet de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 1 Une implication et sa contraposée ont méme valeur logique.

THEOREME 2 Loi du syllogisme

Si "p=q" et "q=>r" alors "p=r".

Rappel

Il existe des énoncés qui ne sont pas des propositions. Par exemple: "x = 3 " est un énoncé ni vrai ni

faux.

"Il existe un nombre x dans R tel que x = 3 " est une proposition vraie.

Onécrit "I xER x =3".

"Pour tout x dans R,ona x = 3" estune proposition fausse.
On écrit: "¥ xER x = 3"

Les quantificateurs universel ¥ et existentiel 3 permettent de transformer certains énoncés en

propositions.
On admet, pour la négation des quantificateurs, la régle suivante.
Régle 4

Si x €A et p(x) est un énoncé contenant x, alors la proposition (3 xE A p(x)) se nie
(V xEA nonp()).

Exercices
36 Traduire ces phrases en frangais et donner leur négation.

IxEN §EN

Premiére année Mathématique 1




IxEN ~€N et €N

2 3
X X
IxeN 2EN ouseN

JAEP Add
37 Transformer: non(Vx€A nonp(x) ) ; non(VxEA q(x) ).

38 Est-ce vrai ou faux? VxEN 3F{knCN x=kn; VAP IdeD A¢d; FAeP
vdeD Aed ; 3A€P IdeD Aed.

39 Donner la négation des propositions suivantes:

Vx€Z x>0; VxeN x=0; VxeEZ' x*>0; VxeEN x+3=8.

4 Pour la construction des ensembles

Définition 10 Etant donné un objet, I'ensemble admettant cet objet comme unique élément se nomme
singleton.

Définition 11 Etant donnés deux objets distincts, I'ensemble admettant exactement ces deux objets

comme éléments senomme paire.

Définition 12 Etant donné un ensemble A, I'ensemble dont les éléments sont exactement les sous-

ensembles de A se nomme ensemble des parties de A et senote P(A).

Exercices

40 Démontrer avec la convention 4 que l'on a au moins un singleton et avec la convention 3 que ce

singleton est unique.

41 Démontrer que l'on a au moins une paire. Construire deux paires distinctes avec les conventions 3

4 et 5.
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42 Ecrire P(A), PB)etP(C)si A={1,2}, B=Det C={1}.

Est-ce vrai ou faux? {1} €P(A), {{1},{2}} C P(A), 9 €P(A), IC PC), (B C P©).

CONVENTION 5 (intersection, réunion, différence)
Pour ACE et BCE

ANB

{XxEE | xEA et xEB} estl'intersection de A et B et se lit "A inter B".

AUB = {xEE | xEA ou xEB} estlaréunion de A et B et se lit "A union B".

A-B

{XEE | xEA et x¢& B} estla différence de A et B.

Remarques

1 Cesensemblessont donnés en compréhension, c'est-a-dire en énongant une propriété caractérisant

les éléments de E.

2 Si BC A, alors A-B s'écrit aussi C A B etselit complémentaire de B dans A.

Définition 13 On appelle partition de I'ensemble A tout ensemble de certaines parties de A qui
satisfont aux conditions suivantes:
1) aucune partie n'est vide
2) les parties sont deux a deux disjointes
3) la réunion de toutes les parties est I'ensemble A.

Exercices

43 Donner ANB, AUB, CBA (si possible), B- A dans les cas suivants:

a) A=1{2,3,4} et B={2, 3,4, 5} b) A={1,2,34} et B={1,2}
c) A={1,23}etB=0 d) A=N et B={0}
e) A=Z etB=N

44 Donner différentes partitions de l'ensemble E=1{1,2,3,4,5, 6, 7).
45 Donner différentes partitions de I'ensemble des éléves de votre classe.
46 Démontrer quesi AC Eet BCE

a) ANBCA e¢ ANBCB
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47

b) ANA=A

) AN =0

d) (ACB) & (ANB=A)

e) ANB=BNA ( commutativité )
f) (ANB)NC = ANn(BNC) ( associativité)

g) AN(BUC) = (ANB)U(ANC) (distributivité a droite, de méme a gauche)
n) C ans) = Coaul B

Démontrer quesi ACE,BCEet CCE

a) ACAUB e BC AUB

b) AUA=A

c) AU =A

d) (ACB) <« (AUB =B)

e) AUB=BUA { commutativité )
f) (AUB)UC = AU(BUC) ( associativité)

g) AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (distributivité a droite, de méme a gauche)
n) Cyaus) = CoanC B

48 Pour {A, B, C} C ‘P(E), simplifier les écritures dans lesquelles on note CEA - A.
a) AN(A UB) b) AU(A NB) 0 (ANB)U(AN B)
d) (ANB)UAN B)U(A NB) e) (AU(ANB))NB
f) AUBN(AUB) g (ANB)NBUC) h) (AUBIN(AUC)N(BNC)
i) AUB N ANC i) ANB N ANC N C

THEOREME 3

Silonpose {{x}, {x, y}} = (x,y),alors (x,y) = (a,b) <« x=aet y=bhb.

Définition 14 (x, y) s'appelle couple de premier membre x et de deuxiétme membre y.

Définition 15 Etant donné deux ensembles A et B, on appelle produit cartésien de A et B

I'ensemble de tous les couples dont le premier membre est élément de A et le deuxidme de B.

Premieére année Mathématique 14




Notation

Le produit cartésien de A par Bse note A x B et se lit "A croix B".

Exercices

49 Trouver x, y dans les cas suivants:

a) (x/3) = (2,)') b) (x-lls) = (1,y+2)
¢ (x+y, 1) =(,y) d) (x+y,3) =(7,x-y)
e) (4, y) = 9,16) ) &1 =08
g) {xr 12} = {YI 5} h) (X, 12) = (YI 5)
50 Si A=1{1,2,3}, B={a,b,c,d} et C={1,2}, écrire en extension AxB, AxC, CxB, AxA noté
aussi A2,
THEOREME 4

Sil'onpose (x,y,2z) = ((x,y),z) alors (x,y,2z) = (a,b,c) «» x=aety=betz=c

Définition 16 (x, y, z) s'appelle triplet.

Exercices

51 Trouver x, y, 2 dans les cas suivants:

a) xy,z)=@Gxy) b) (x42) = (xx-1,x)

) y-1,2) = (y,x3) d) {x,2,z} = {2,5,6}

e} (x,2,z) = (2,5,6) f} (x-1,y-2,z-3) = (3,4,5)
g) (x3z-1) = (y,y 2 k) Oy, 22-1) = (4,1,8)

52 Ecrire un triplet avec des accolades.
53 Comment peut-on définir un quadruplet? Un n-uplet?

54 Par analogie 4 la définition 12, définir le produit cartésien de trois ensembles, de quatre

ensembles, de n ensembles.

55 Si A={1,2,3}, B={a,b,c} et C=1{1,2}, déterminer AxBxC, CxCxC noté aussi C3.
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